Corrigé de I’épreuve de mathématiques 11, filiere TSI, CNC 07

PREMIER PROBLEME

Premiere Partie

0 b 0si (a,b,c,d)=0
1. Le rang de la matrice ( d ) est ¢ 1siad—bc=0,(a,b,c,d)#0
¢ 2siad—bc#0
2. A= (aij) € Mn (R)
(a) Il est évident que rg (A) = 0 si et seulement si le sous-espace véctoriel engendré par

ses vecteurs colonnes est nul et cela équivaut a dire queA = 0; en particulier si A
n’est pas nulle rg (A) > 1.

(b) Si A est inversible, les vecteurs colonnes Cj (A),...,C, (A) forment une base de
M,,1 (R) donc dimwect (Cy (A), ..., C, (A)) =nc’est adirerg (A) = n . Réciproquement,
si rg (A) = n la famille (C; (A),...,C, (A)) est une base de M,,; (R) donc A est

inversible.

3. On note f4 I'endomorphisme de M,,; (R) canoniquement associé¢ a A. On a

rg (fa) = dim (Im (f4))
et comme Im (fa) = vect (Cy (A),...,C, (A)) alors rg (A) =1rg (fa)-

Uy
4. (a) Ona A = UV = : (v1...v,); en notant A = (a;;) et en effectuant le
Unp
produit matriciel U.*V, on voit que ay ¢ = uiv, pour tout (k,¢) € {1,...,n}>

(b) Avec les notations de la question précedente, on a : Tr (A) = > a;; = > uv; ="VU.
i=1 i=1

(c) D’aprés la question (4.a), la j*"¢ colonne de A est C; (A) = v;U.
(d) On a V' # 0 donc il existe jy tel que v;, # 0; ainsi Cj, (A) = v;,U # 0 puisque
U # 0; on en déduit que rg(A) > 1 . D’autre part, pour tout j € {1,...,n},
C;(A) =vU = %Cjo (A) cela montre que rg (A) < 1;dourg(A)=1
5. (a) Lamatrice A est de rang 1, donc non nulle d’ou I'existence d’un iy tel que C;, (A) # 0.
(b) On a rg(A) = dimwvect ((Cy (A),...,Cn(A))) = 1, donc les colonnes de la matrice

A sont toutes proportionnelles a la colonne C;,(A); ainsi, pour tout j € {1,...,n},
il existe un réel A; tel que C; (4) = X,;Cy, (A).
(c) D’aprés le calcul précédent, les vecteurs colonnes de A sont \\C;, (A4) ..., A\nCiy (A);
le calcul éffectué a la question (4.a) montre alors que A = Cj; (A) . (A1...\y), clest
At

a dire que A = X.'Y avec X = C;, (A) et Y = :
An



(d)

Si A= XYy = X1.'Y] et rg (A) = 1, alors les vecteurs Xy, X, Yj et Y] sont non

nuls. Posons Yy = (y1,...,9n) , Y1 =" (21,...,2,). 1l existe un indice ig tel que

Cio (A) 7é 0, or Cio (A) = yioXO = ZioXl donc X1 = /\XO avec A = % 7£ 0. Par

Zig

1
ailleurs, pour tout j € {1,...,n}, C; (A) = y;Xo = 2;X1 = Az; X, donc z; = i et

1
Y, = %YO. Réciproquement, si A # 0 alors on a bien (AX).! <XYE)> = X,.'Y, = A.

1
Ainsi, les couples cherchés sont de la forme ()\Xo, XYO) avec A € R*.

6. Soit A € M,, (R) avec rg(A) = r > 0; d’apreés un résultat du cours, on peut mettre A

I, 0 . o
sous la forme A = PJQ avec J = ()T 0 ) I, la matrice identité d’ordre r et P, Q) des
matrices inversibles de M, (R). Notons E;; la matrice de terme général e, ; avec ey = 1 si

(k,1) = (i,7) et ey = O sinon; alors J = ) Fj; et par suite A = P (ZEM) Q = > PE;Q,
= i=1 i=1

=1

en plus 1 =rg (Ey;) = rg (PE;Q) puisque ces deux matrices sont équivalentes.

7. (a)

Il est évident que si les vecteurs Zi,...,Z, sont tous nuls alors > Y;.'Z, = 0.
i=1
Réciproquement, si > Y;.!Z; = 0 alors, pour j € {1,...,n}, on a
i=1
0= (Yovi'2i).2; = Y Vi'Z2; = > (2 Z))Vi,
i=1 i=1 i=1

et comme les vecteurs Y7, ..., Y, sont indépendants, on obtient ||Z;||* ='Z;Z; = 0,
pour tout j € {1,...,n}; donc les vecteurs 71, ..., Z, sont tous nuls.

Soit (Aij);«; j<, une famille de réels tels que >~ Aij X;.'Y; = 0 alors

1<ij<n
0= En:Xi(iAij.th) = ixi t(zn:Aij.Yj).
i=1 j=1 i=1 j=1

n
La question précédente montre alors que, pour tout ¢ € {1,...,n}, > \;.'Y; = 0.
j=1

Par transposition on obtient Y \;;.Y; = 0, pour tout ¢ € {1,...,n}; la famille
j=1

(Y1,...,Y,) étant libre, on déduit de ce qui prééde que \;; = 0, pour tout (i,7) €
{1,...,n}?*; cela montre que la famille (Xi.th)ij est libre et comme M,, (R) est de
dimension n?, cette famille en constitue une base.

La bilinéarité découle de la linéarité de la trace. Par ailleurs, on sait que, pour tout
M,N € M, (R), (M,N) = Tr(*M.N) = Tr(* *M.N)) = Tt *N.M) = (N, M);
cela montre que la symtrie de la forme bilinéaire. Enfin, pour tout M € M, (R),
(M,M)=Tr("M.M)= 3 M} >0, en plus

I<i,j<n

_ 2 _ _
(M,M)=0<= Y M=0<=M=0.

1<i,j<n

Cela prouve que I'application (M, N) — (M, N) est un produit scalaire sur M,, (R).
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(b) Si X, X", Y et Y’ sont des éléments de M,,; (R), alors
(XY, XY =Tr (" (XY) . (X'Y)) =Tr (VXX Y,

et comme X. X’ € R alors Tr (‘X.X".Y.'Y') =t X.X'Tr (YY) = (X.X).(*Y.Y").
Ainsi

<X.tY,X’.tY’> =0<='XX'=00u'YY' =0.
On en déduit que les matrices X.'Y et X'.'Y” sont orthogonales si et seulement si

les vecteurs X , X’ ou les vecteurs Y, Y’ sont orthogonaux dans M,, ; (R) muni de
son produit scalaire canonique.

(c) Si(Xy,...,X,) , (Y1,....Y,) sont deux systemes de vecteurs de M,, 1 (R), alors la
famille (X;.'Y}), ; est orthonormée si et seulement si

v t _ L osi (i) = (k1)
(X5 X’“'m‘{ 0 si (i.g) # (k1)
Or d’aprés le calcul précédent, on a (X,;.'Y; , X;.'Y]) =" X;.X;.Y;, Y. Donc, pour
que la famille (Xz-.th)ij soit orthonormée dans (M, (R),<,> ), il suffit que les
deux familles (X3,...,X,) , (Yi,...,Y,) solent orthonormées dans M,, ; (R), muni

de son produit scalaire canonique.

Deuxieme Partie

Soit A = U.'V une matrice derang 1 , a =' V.U et W = ("VV).U

1.
2.

4.

Ona: A2 = (U'V). (UV)=U.('V.U) !V = ad

Une récurrence permet de conclure que A* = a*~'A pour tout £ € N*; on en déduit que
la matrice A est nilpotente si et seulement s’il existe k € N* tel que A¥ = 0 c’est & dire si
et seulement si @ = 0 puisque A est non nulle.

Si A n’est pas nilpotente, d’apres la question précédente oo # 0 et on a
1 \? 1
Q@ Q@ o o

donc la matrice lA est celle d'un projecteur.

(a) la matrice A est de rang 1 et comme n > 2 alors A n’est pas inversible et 0 est une
valeur propre de A; le sous-espace propre de A associée a la valeur propre 0, qui
n’est rien d’autre que son noyau noté ker A, est par définition égal a

{Y e M,i(R) / AY =0} ={Y e M, (R) / U'VY =0}

Or, comme U # 0 on a 'équivalence U'VY = ('VY).U = 0 <! VY = 0; on
en déduit que ker A = {Y € M,,; (R) /'VY =0} et d’aprés le théoréeme du rang
dimker A=n—rg(A)=n—1.

(b) On a AU = U'VU = (*"VU).U = aU, et comme U # 0 alors « est une valeur
propre de A. Par ailleurs, le fait que la somme des dimensions des sous-espaces
propres d’une matrice est toujours inférieure ou égale a son ordre, adjoint au fait
que dimker A = n — 1 permet d’affirmer que le sous-espace propre de A associé a la
valeur propre « est de dimension 1 et ce sous-espace propre vaut RU.



(¢) Si =0, la matrice A est nilpotente et 0 est son unique valeur propre.
Si a # 0, la matrice A admet deux valeurs propres qui sont 0 et a puisque la somme
des sous-espaces propres associés est égale n.
5. si aw # 0, d’aprés la question (4) , 0 et « sont les valeurs propres de A et la somme de
leur sous-espaces propres est égale l'ordre de A, donc A est diagonalisable.
En prenant une base (Ui, ..., U,_1) de ker (A) et une base (U,,) de ker (A — al,,), la ma-
trice de ’endomorphisme f dans la base (Uy,...,U,) est diag (0,...,0,«). Donc A est
semblable a diag (0, ...,0,«) puisque ces deux matrices représentent le méme endomor-
phisme f.
6. On suppose que a = 0.

(a) Comme 0 est la seule valeur propre de A, la matrice A est diagonalisable si et
seulement si elle est nulle. Comme A # 0 alors A n’est pas diagonalisable.

(b) AU = aU = 0 donc U € ker f et comme le vecteur W est colinéaire a U et
W # 0, le théoreme de la base incomplte permet de compléter W en une base
(El, o By o, W) de ker f qui est de dimension n — 1.

(c) On a AV = UVV =t VV.U = W # 0 donc W ¢ ker f et par suite la famille
(Ey, ..., Ey_o,W, V) est libre, c’est donc une base de M,, 1 (R).

0 e 0

La matrice de f dans la base (F1, ..., E, o, W, V) est : 0
1

0 e 0

(d) Soit A une matrice de rang 1, d’apres les questions (1.5.¢) et (1.4.b), on peut écrire
A sous la forme A = U'V ou U,V sont deux vecteurs non nuls de M, ; (R), avec
Tr(A) = VU; si plus A est de trace nulle, alors d’apres la question (2.6.c), A

0 . 0
est semblable & la matrice : 0 . La transitivité de la relation de
1
0 .. 0

similitude permet enfin de conclure que deux matrices de rang 1 et de tarce nulle
sont semblables.

DEUXIEME PROBLEME

I. Résultats préliminaires

1. (a) Pour tout nombre complexe non nul z, on a |P(2)| = |ag2?| [aoz ™ + a1z~ + ...+ ag_127 1 + 1

et comme | ‘lim ‘aoz*d +azt+ 4 agz7 + 1} =1, on déduit que
Z|——+0o0

d
PG, ] = lal 21

P
(b) On vient d’établir que lim | (23|
|z]—+o0 ‘(le ‘

qu’il existe un réel R > 0 tel que pour tout nombre complexe z vérifiant |z| > R, on
PG| 1’ < 1. et donc §|ag| [2* < [P(2)] < 3 |aa| |2|" < 2]agl |2|".

= 1; on en déduit par définition de la limite

alt =]
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2. (a) L’application (z,y) — |P(x + iy)| est la composée de la fonction (z,y) — P(xz+ iy ),
polynémiale en z et y donc continue sur R?, et de la fonction z — |z| qui est 1-
lipschitzienne sur C; on déduit que (z,y) — |P(x + iy)| est continue sur R?. Or
on sait que, toute fonction réelle continue sur une partie férmée bornée de R? est
bornée et y atteint ses bornes, d’ou le résultat demandé puisque tout disque férmé
borné de R? est une partie férmée borée de R?.

(b) {|P(2)| ; z € C} est une partie de R, non vide et minorée par 0; elle admet donc
une borne inférieure notée m.Comme | Ilim |P(2)| = 400 alors d’apres la définition
z|—+00

de la limite, il existe R’ > 0 tel que, pour tout nombre complexe z vérifiant |z| > R/,
on ait |P(z)| > m+ 1. On en déduit que
—inf [P(z)] = inf |P(z)]= inf |P(x+i
m = inf |P(2)| |JERI| (2)] et |P(x + 1y)|,
quantité atteinte, d’apres la question 2.(a), en un point (g, o) du disque férmé de

R?, de centre 0 et de rayon R'. On en déduit que la fonction z — |P(z)| atteint sa
borne inférieure en zy = ¢ + iyp.

II. Premiere méthode analytique

1. (a) La fonction t — Q(at) est polynomiale en ¢, donc continue ; on déduit de la conti-
nuité en 0 de cette fonction que Pr% a*Q(at) = 0 (puisque Q(0) = 0), ce qui se

1
traduit par 1'éxistence de n > 0 tel que |[@*Q(at)| < 5 pour t €]0,n[. Le résultat en
découle si 'on choisit ty €]0, min(1, n)].

(b) of = 5t donc Q1 (aty) =1 —t§ + tha*Q(aty). Comme t, € ]0, 1[, I'inégalité triangu-

laire adjointe & 1.(a) donnent |Q;(ato)] <1 —tF +tk|a*Q(aty)| < 1 — % <1

P(y+ 2)
P(v)
Le coefficient constant de @; vaut 1 et Q1 s’écrit alors sous la forme Q; = 1+bX* + X*Q,
ou @ est un polynéome complexe vérifiant Q(0) = 0 et k désigne la valuation du polynéme
(21— 1; en particulier £ > 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente
et déduire l'existence d'un complexe § (§ = aty) tel que |Q1(5)] < 1, ce qui est équivaut
a |PO)| < |P(y)l-

3. L’existence de 2 est assurée par la question I-2.(b). Alors P(zy) = 0; sinon, en appliquant
la question précédente il existerait un complexe z; tel que |P(z1)| < |P(z0)], ce qui
contredirait le caractére minimal de la valeur |P(z)].

2. On considére comme indiqué le polynome Q) tel que, pour tout z € C, Q1(z) =

III. Deuxieme méthode analytique

n
On suppose que le polynome P s’écrit P = Z%X ¥ avec n > 1 et a, # 0. Son polynéme
k=0

n
dérivé, noté P’, s’écrit alors P’ = g kap X*1.
k=1

n
1. La fonction r —s P(re) = Z apr®e™ est polynémiale donc dérivable sur R (& valeurs

k=0
n

dans C*) de dérivée la fonction r —— g kagr® e = e P'(re); on en déduit que
k=1

5



2.

de f est dérivable sur R, d’ou I'existence de la dérivée

o P 0
partielle de f par rapport & r, avec pour tout (r, ) € R? —f(r, 0) = _6190“—6)2.
or (P(re®))

I licati tielle r —— —1
a 1Cation partl -

n

De méme la fonction § — P(re®?) = Z apr®e™® est dérivable sur R (& valeurs dans C*)

k=0
n

de dérivée la fonction 6 — E ikapr*e™®® = ire® P'(re®); ceci montre quef admet une

k=1
dérivée partielle par rapport & 6 avec pour tout (r,0) € R?,
) P/ i6
g(r, 0) = —irew—(re >2 = ira—f(r, 0)
00 (P(reif)) or

De plus, comme les applications (z,y) — P(z+1y) et (z,y) — P’'(z+iy) sont continues,
la premiere ne s’annulant pas, et d’apres la continuité de I'application

(r,0) — (rcosf,rsinf),

af

1 . e . of :
on déduit, vues leur expressions, que les dérivées partielles a5 et 20 sont continues sur
r
R? et par suite f est de classe C! sur R?.

(a) F est une fonction définie par une intégrale (sur le segment [0, 27]) dépendant d'un
paramétre. On applique donc le théoreme de dérivation sous le signe [ (cas d’un
segment) : f étant de classe C' sur R? (& valeurs dans C ), elle est en particulier

continue sur R x [0, 27] et admet une dérivée partielle ar continue elle aussi. On
r
déduit que F est de classe C! et donc dérivable sur R, avec pour tout réel r,
2 2 / 10 2 .
0 o P 0
Foy= [ Yooy ao= / oo P gy / _198 . ) ap.
o Or 0 (P(re®)) 0
Le théoreme fondamental de calcul des intégrales s’applique et, compte tenu de la
2m-péridicité de f par rapport a 6, on obtient F'(r) = _—Z(f(r, 2m) — f(r,0)) = 0,
T
pour tout r € R.

(b) Comme P n’est pas constant alors d’apres la question 1.(b) des préliminaires, il
existe R > 0 tel que pour tout nombre complexe z tel que |z| > R on ait

1 n
Slaal 121" < PG,

4
de sorte que pour r > R, |F(r)| < | |7T ce qui entraine que liril F(r)=0.
Ay | T™ r—-+00
2
(c¢) D’apres son expression F'(0) = WT)) Or, F’ étant nulle sur R a valeurs dans C, F

est constante de valeur F'(0) # 0, ce qui contredit le fait que hIJl} F(r)=0.

On déduit donc de ce qui précede que notre hypothese de départ est fausse d’ou le
théoreme de D’Alembert-Gauss : Tout polynome non constant a coefficients com-
plexes possede au moins une racine complexe.




